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Sam.enva.ttin,s 
Dit voorlopige ~a.pport beva.~ een aummiere be,chrijving van twee 
. . . ::v~or gehee1ta.lli.e. ,lines.ire program-
i, 
' I 
' . ,, 
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• I 
Door de ontwikkeling van .01>lo11ing1technieken en ·computerprogr~~i .· 
'· ma' 1 .i~ het · bplo11en .. van .•~n· LP probl~em. 1'b:tnnen 1ekere grenzen ... y\ 
71, 1:: een· ~outin••~ · gen~4•n•· 
..I.,.•~~ ~. !.•'· .. :• ,t··· ·~ 1,i1~.:;"1ir-1 :· t. ,· 
• · on4er . de vool'W&Udeli ·•. 
n> 
. •:tJXj .,:, bi (2) 
(4) 
Dit probleemlheet een 1uiver .1eheeltallig't.P probleem ala n, • n 
gemengd &11 i ~ n1 < n , • . · •. : 
Bet LP pro'bl•em d&t.uit bet' geheeltalliae :probleem-ontataat door 
.. we1latin1 vi.Ii de vo~rwur~•u1: (4) heet 4e oontihue v.eraie van het , 
., ' ·. ' . , ' 




I j • ' l 
De·klasse problemrn die ala geheeltallig LB pr~~leem kunpen vord~n 
geformuleerd is z~er'groot. 
• I • 
·Het is dan ook niet verwonderlijk dat al een groot aantal oplossings• 
\ 
technieken is voorgesteld • 
De moeilij~eid i~ etticiente en betrouwbare methoden te vind~n. 
I 
I 
Een goede 4gorit~e die .•routinematig -voor elk ;geheeltallig probleem 
bruikbaar.is voi'dt we1·a1s een moderne versie van de 'steen de:r . . . 
wijze11' beschomid. Vandaar da.t· veel aandacht a.an geheeltallige-pro•·· 
blemen·met een apeciaie structuur vordt besteedt. 
I 
Noch de algorithme van Land en Doig, noch de algorithme van Dakin 
ma.ken gebruik vanlde structuur van het LP probieem, en.zijn in-
principe voor elki geheeltallig LP probleem bruikbaar. Voor een gege- .. 
i • • even·, probleem kant de hoeveelhe1d rekenwerk echter onu1 tvoerbaar groot · . ' . 
. blijken te zijn. i 
l. 




\ , • te vinden d~or ee.t eindig ,-antal continue prob~emen op te lossen • 
. _ ·,1 . Deze deelprqbleme111 zijn zod_anig gedefinieerd ~t :de algoritbmen 
· ~i\\ \ bi.l•0114er geed ~ ,~•ieve ~-~dur•~, ~,.vor4en s••~even, 
I : ,. ... . '. 




• · ' •I• I ',· . 1 ' ' ' ' • 1 ,·; •, 
Een algor:ltbme of' procedure :i.1· een 1-ekenvoor1ohri:rt waa.rvan b' be• 
' . 
we11n d.at hetitot het gewaagde re1ultaat le:l4t, 
I I . 
Doorgaana wor~en 4e berak1nin11n :ln een &auita1 atappan uitgevoer4, 
De. :lz( ~1k·.1 ■tip u:l t tivoe:ren,. b1rakaning1n ·word.an 400r het voor- . ;i, . •· 
' . ., ·• ! • 
aohr:ltt gegev•n• Ilka atap kan d.an ook ala ,at1ondarlijka prooa4\U'I 
. VOfd.111 ~IHhO\Wcl• . . . \, 
. •I . . . ' ·.·' : . I 
Vta'lll&l :ta hat I al 4an ·· niat uitvoaran van 11n a tap athankal:l.jk van · 
I • 
in 1arc11ra, atappan varltraaan reaul.tatan. De a11or:lthm1 'bev&t• du . ., .. 
· vooraohr:ltten!van bat tn••· 1 • 
I ( l •, ,~ o tg 
, 'ala 4:lt't ga 4an ver4er 'b:l.j atas, 1u1 • • 
I 
•, 'ala 4at • 111. d.an va1-cl1r b:lj .. atap 10 • • 
Vealal ~•vatt;n 4~-vooraohr:lttan voor hat ¥:tt~oaren van een atap 
da opdr~cht •fn prooadura u:l.t te voaren·warvan aleahta ~• lllUU!l •· 
word~ gegevenr. b:i.Jvw i 'beraken de 1:lnu1 van X• Ir ~• 4an .aangenomen .. 
4at de uitvoer4ar van de algor:lthme over 11n procedure tar barake• 
I I 
n:lns van 'de 1:l.nua van x' baach:lkt. 
I 
Hat ·. b:lj zon4er'9 van r10urai1v1 proaedur1111 :I.• 41.t m:ln1t1n1 11n van 41 ·. 
' ' .. ' ! . ' 
1tapp1n'wa.ard.~or de procied.ure·b gad.1tin:l1•rd.·11n opdracht tot hit 
u:ltvoerin van;4:le11l:td1.p:r0aedur1 'bevat. 
I 
, i . . I 
Op hat e1r1t1·11daht 1l:I.Jkt hat onmosel:lJk 11n proaa4ure op cor.-
,reate wiJ11 in '4oor'1:Loh1111lt' te laten 4et:1.n:l.eren. men alsor:l.thme 
i1 eahter een.methode voor het oplo111n van ••n 'bepaal4e kla111 
• . t . • j '. 
· pro'blamen 1 het :la vaak mo11l:ljk een 1111ven pro'bleem uit 4:la klaa ... :•· 
11 op to 1011~n met behulp van de opio11:ln. van een. an4e:r probl1em. 
uit 4:l.e1elt41lkla111. Ali c11·d.1t:ln:lt:la van:4at and.ere prcble• 10• 
I l 
4an:la ii 4at ~lk oorp1ronk1lljk problea t1n11ott- .aera4ucear4. 
wor4t tot een:probleam waa:rvan 41 opl011:lni triviaal :l.1 9 kan. 
van bet verbar4 tUHln 4:1.e :problemen . aebru,k, Wo:.~•n gemu.kt • . 
~•o\U'a:teye 4ef:lnit:L1: en. ~:l.!ke:L detin~tia •+~a ~i.1t ,:l.4ent:1.e~• ·. , 
;- ,' \ ; •,, ' •, :,;• •'' C 
O 
' '\' ,' > f ,, • 
. \ 
-, '. ',; : ' 
~;,.,.;i.! •-••'' ~.f. ',.-« •-•• u'-•··' ~•'" s u • 
i 
Het is niet moeilijk in te zien wae.rom voor ~et bewijzen van,de 
juistheid van een recursieve procedure vaak bet principe van,vol-
' ' . . 
ledige intuctie wordt gebruikt, , 
Voor ;!.~ !, 0 9 :met men n,geh~el 9 wordt d~_binomiaal coetti~i~nt 
B(n.m) II c:r doQrgaans gedef'inieerd ala: : 
r . . 






I. (m+1 )(m+2) ••• (n-1i)n. 
1 · B(n,m), ■ --------. 1 .2.3 ••• (n-m) · 
·, , . I 
. ! 
hetgeen to1i. een l zeer eenvoudig rekenvoorschr~tt ·leidt. , 
Wegen• , i · 
Voor qi <.m < n 
I· 
en· 
ka.n:de·binomiaa.Jfcoett'icient ook recursiet.wo~den.'gedetinieerda, 
I 
l • 
1 B(n.m) · • 
' 
1 a.ls n III m• ., 
. ,, 
C 
ala m 1111 O 
B(n-1 .m-1) + ~(n-t~m) , anders. 
Deze rec~sieve !det'initie geett aanleiding to~ een recursiet re"!'· 
kenvoorschritt ~er berekening van B(n,m'). 
. . i . 








' waarin a + S kan, worden geinterpreteerd a.ls : ,de opdl•acht Cl te be:reke• 
f • , , 


















I a:i.jxj ~ bi .., 41a.:i. 1 
j•2 ' ' . ' 
3Cj !.. b • 
1 .. 
waar'bij :le o.a11genomen· flat ·41 !, ·O, · 
Todvoeging van ~•not meer voorwa.arden 
I 







aan p:robleem ( 1 ') 9 ( 2) • ( 3) le:Ldt dua tbt een · nieuw problem 1 .van 
I 
hetHlf'd.e type,: maar in:m:tnd-.r.variabelen en .. met ge\fijzigde reah• 
terleden. 
ltet continue-LP probleem 
muimalbeeu.• 
l 
. ( 1) 
'I 
• . I 
. . 
:;_,; "• · ....... --l~1::.,.' ::, · --··· .. , ... ,~ '·ls •' '.,...,, ___ "'" 
c 
i 
.• • .• •.' j ,'~ :,.. .. , 
i~'· (2) 





z 1111 I C4:itj' 
j•1 U I' 
Toevoesins van een of meer voorwnarden 
• 
(8) 
( 1) . 
, I 
ae.n probleem· ( 1), (2)', (3) le:Ld.t due alechte tot wijziging van de • 
I ' 
rechte:rled.enr 
··voor de oplouins van het ui tgebreide LP probleem is het in bei4e 
I • , 
gevallen kennelijk n:Let nod.is de n:Leuwe voorwaarden ala nieuwe 
rijen a~ het dmplex tableau toe te voesen· •.. 
Ook toevoegins van voorwae.rden 
xj ~ tj 
. l l 
I \ 
( 11) . 
· behoeft n:Let tot uitbre:Ld:Lng van het tableau te leiden. Er is een 
variant op ~p aimplex methQde wae.rin d.111 •upper bound.1' op spec~-




... a ... 
In beide alsoritfunen worden voorwaarden van bovenstaande tn,en aan 
I ' 
het continue probleem toegevoegd, gelijkheden ~ij tand en Doig, 
ongelijkheden bi~ Dakin, 
I : 
Is een LP probleem·opselost en worden daarna Vioorwae.rden van boven~ 
_staande typen toegevoegd dan kan de gevonden bash van he·t; onge\-tijOil 





I • ' 
'· . ' 
\. 
., . ~' . ~ .......... '. 
4. Globale omscbrijvins·vart·de'algotithnien. 
Als de continue versie van ~eh_ ~ebe~ltallig probleem onoplosbaar is 
dan is bet geheel·tallige probleem onoplosba.a.r, 
Wordt een va.riabele xj ( 1 ~ ji !, n1) op ken_gehele waarde gefixeerd ' 1 . 
dan ontstaa.t :een nieuw geheeltallig (of continu) probleem. 
I • • • 
· In elke uitvoering van.de alg?~~thme van Land en Doig wordt een varia-
bele gekozen en acbtereeilvolgens·op verschillende·gehele waarden 
gefixeerd. 0~ elk van d~ ni~~w~ probl~m~n di~ zo ontstean wordt het-
: . ·. . ( ' 
·zelfde proces toegepa.st,_ Het zou weinig efficient zijn e.chtereenvol-
gens de waarden.o, 1,a, ... aan de gekozen variabele toe te·kennen. 
' ' t . ' 
Land en Doig stelden het volgende procede voor: 
Fixeer de vari~bele acb~ereenvo~gens op zodanige gehele getallen 
dat de optima.le z-w~arden van de continue versies van de bijbe ... · 
, · · · I I 
, horende ,nieuwe problemen niet stijgen.. ., 
l I 
I Z t r. 
X 
Ter uitvoering van dit ~oorschrift wordt eerst de continue versie 
van het, prob1eem opgelost. Zij x de waarde1,.van de gekozen varia.bele 
x in deze op~ossing, Zij zp (y) de optimale z-waarde van de continue 
versie van bet probleem dat ontstaat door de voorwaarde x a y toe 
' ... -- f . 
te voegen. ~s y 1 ~ y2 !, x en x ~ y3 ~ y4 dan geldt zh(y1) ~ zn(y2) . 
respectievelijk z/y4) !_ zf(y3). De gekozen 'va.riapele wordt due eerst,. 
op y2(y3
) en 'pas later op y 1(:r4) gefixeerd. ·ne keµ.ze· eerst y2 of. y3 
l 'l I I 
I, J 
In de si tup.tie die in de :f'iguur is weergegeven zo~ d~ v
1
ariabele ach--
tereenvolg~ns op de :waa,rden ·4 • 3 • ; 9 2 • 1 , ,, ~ 9 .. 0 • i T, 18 • •• • ¥"orden ge ... 
~' ' 
\ ,, 
J ,. . . ' 
,;;Jii;,.41~~~~~~•\i<~i•t•i•l'O&.~---· -· ..;.,.;;., .. :~;...k,-l .-,,,.-.:..~ .. ,, ""'"'· ... 
gefixee:rd. 
Ook de algorit~e ve.n Dakin b~gin~ met ~e op~ossins van de continue 
versie van het p:robleem. De sekozen variabel~ wordt echter niet se-
fixeerd mas.r beg:rensd. Zij s •,het grootste gehele getal < x. · · 
' . 
h • bet kleinste gehele getal > x • (i + geheel). In de optima.le 
• • • • • l I 
oplossing van het geheelt~lige probleem is de.n a.an ju:i.st ,,n van de 
ongelijkheden x.::, S s x !. h yol~e.n. 
Door de twee voorwu:rden ·achtereenvolgena ae.n het p:robleem toe te 
'. . . . 
voegen ontstaan twee nieuwe p:roblemen waa:rop hetzeltde pro~ea wordt 
toegepaat. 
In de oploasing voor de continue ve:rsie ve.n de nieuwe p:roblemen zal· . . . 
gelden x • s· reu1pecrtievelijk x· 1111 h. · De volgorde waa:rin de ongelijk-
• , o I f 
heden worden to,sevoes~ wordt bepaald door z:r(s) en zf(h).· 
In de situatie die ind~ tisuur is wee~gegevdn zou eerat de voor-. . 
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.. 
• I 
,•, "I , ,,,,'. \ 
'."' ,., ·•·- ,. __ : ---··~-
S• De algori~hme van Land en Doig 
-.. 
,Ter beschrijving van de algorithme worden de termen 'globale' en 
'locale' grootheid gebruikt. De globale gro6theden zijn in elke 
uitvoering van de algorithme beschikbaar en kunnen daar van waarcie. 
veranderen. De locale grootheden zijn per uitvoering gedefinieerd 
! \ 
en uitsluitend in die uitvoering beschikbaar. 
In deze methode wordt een toegelaten oplossing van het geheeltal-, . 
lige LP probl~em gezocht. Is zo'n oplossing' gevonden dan wordt een 
. J . . 
betere toegelaten oplossing gezocht etc. Als geen betere oplossing 
. . ' . , 
kan worden· gevonden is-de laatst gevonden oplossing·optimaal. · 








-l: • waarde van ,x. :tn beste tot nu toe gevon ... 
,, J J '· 
den oplossing, 
J.: . 
. . I 
""· n * Z 11111 I C .x • . • . ' j•1 c'J. J 
. f 
' ' 
Zolang geen toegelaten oplossing bekend is ka.n 
* Z , DI .,._ GO .... I X• 1111 • llO ' 
J 
t (J' 11111 1 ) , •• ,n 





'5 •• ·' ,,, +.~.'.,_ .• ',· ••. ~.;:.,,·<>, '',, 
n l a .. x. <bi ·:ci•1, •••• m), 
ij•1. lJ J - . 
1· (2) 
xj • g~heel. <(j•1•••·•n1), (4) 
X, > 0 
J-
voor en P 
6 





z(P ·) -steit ;de: optima.le waardif ~au de· objectt'unatie v~ PO vo~:r•. kies C . . .'·; . ' . . . , , .. ,· 
z(P ·) • .:;t. oo a.ls P onoplosbaar. · 





Is p onoplosba.Q.r, of' z(P ) < z""9 ga. verder bij stap 7 • 
C . C - , 
Als p
0 
een onbep~:rkte oplossing toel~a~ is ~et p:robleem vermoede• 
lijk ve:rkee:rd gedef'inieerd 9 belindig alle berekeningen. 
Stap 2 
Zj x. • 'i. (j•1. 9 •• ,n) · de gevonden oplossing van P 0 ~ J J . 
Als een i~dex J0 bests.at met 1 ~ j 0 ~ n1 waarivoor 'ij •. geheel sa 
dan ve:rder bij sta.p 3. 0 
Nu is 'ij • gehedl voor j • 1, ••• n1, dus is een nieuwe oplossing 
. ~ -van P 
8 
gevonden. Verva!g de h~di_ge waa:rde van xj ~oor x~, be:reken 
de nieuwe waarde van z •. Ga. ve:rder bij stap 7·, · \. 
Stap .3 
:IQls een index v _( 1 ~ v ~ n1) waa:rvoor xv + geheel, bij voorbeeld 
een index waarvoo:r de af'stand tussen 'ij en het diclltst bijzijnde. 
gehele getal maxima.al is: 
maximum minimum ('xj: . ... [xJ];. [xJJ ·+ 1 ... ij) • 
. i'j f g~heel 
·Hierin stelt [i} het grootste gehele getal < x voor. 
i ~- .... , 
x) • 
' (De /,en:tier. van · 
vis een locale grootheid. 
Detinieer, de. locale grootheden. · 
81 • (r'.;J • Sr • 81 ·+ .. 1 , 
zl • z(Pc• ~ • s1> • Zr• z (Pc• xv.· s;> • 1 
Stap 4. 
Ala z1 < z* ,~ z · < z*· ga dan verder bij stap 7. - r·- , . 
Deze regel is gerechtvaardigd door het feit 4at z1 en zr boven-
scha.ttingen zij°n voor · de optimale wu.rde van P • ' g 
Door nog meer variabelen op een geheeltallige waa.rde te fixeren or 
met xv nog verder van iv a:f' te wijkenka.D: de \faa.rde van de object ... 
t'unctie niet toenemen~ 
S'tap 5 ' . 
Los, via de methode van Land en Doig, het pr~bleem (P8, xv• s1) op. 
De nieuwe ui tvo:ering van de algori thme heeft. ( P 
8
, xv 1111 s1 ) ala 
'oorspronkelijk1 probleem, dus als P
8
• Na vol~ooing van die bere-
keningen wordt de algorithme op dit punt van de huidige uitvoering. 
voortgezejt. '.De •locale·••treotheden van de huidise uitvoering zijn onge ... 
wij zigd beschikba.ar. •· . . . :i., . 
Indien s1 • O vervang dan de huidige waa.rde van z1 door-~• 
· Indien s
1 
> O vervang dan de huidige wa.arde · van. z1 door . ; 
z(P
0
, xv• 1i·-: 1). · 
Verminder .de liuidige· wu.r~e ·yen. g1 met 1, · .': 
' ; ~J{\\\ ·t:\t;',/j~> ... :•' ' . ' 
Gr& verde:r bij stap 4/ ;! :'ft·· · 
Stap 6 
Los, via de methode van Land en Doig, het probleem (P , x · • g ) op. ·. .·· · g V r 





de huidige waarde van g met· 1. , r 
Ga.verder bij ~~ap 4. 
Stap I 
' 
Einde van deze ui tvoering van de algori thme ~ · De berekeningen worden · 
i • ! 
voortgezet· in stap 5 of stap 6 van de ui tvoering waarin .opdracht 




M• De algorithme van Dakin 
De inleiding voor deze algorithme is identiek a.an die voor de. 
methode van Land en Doig. 
Sta.p 1 
Los Pc op. 
* Is P onoplosba.a.r, of z(P ) < z , ga dan verder biJ. atap 7. 
C C - . 
Als Pc een onbeperkte oplossing toela.a.t is bet pro~leem vermoedelijk · . .. 
verkeerd gedefinieerd·, beeindig a.lle berekeninge1-i'. · · 
Stap 2 
Zij x. = i. (j = 1, •• , , n) de gevonden oplossing van P • 
J J - C 
Beata.at een xj + geheel met 1 .::. j 0 .::. n1 ga. dan verder bij atap 3. 
I - h lo . 1 d ' . ' l ' s x. = ge ee Y:oor J = , •• •, n1, an 1s een nieuwe op oss111g voor · 
J * ) * . Pg gevonden, geet xj (j 111 : 1, •• ., n en z nieuwe wo.arden, g~ 
verder bij atap,7. ·, 
Sta.p 3 
Kies een index _v ( 1 · .::_ v . .::_ n1) wa.a.rvoor iv·+ ~eheel~. 
• • • 11 
Det1n1eer de locale grootbeden 
z = z(P .. x, > a ) • · · 










Zr > · z
1 
ga. 1 dan verder -bij . sta.p 6. ' 
l 
Sta.p 5 
Los, via de methode van Dakin, bet probleem. (P ~ x < s1 ) op. g V ":"" 
. i . . 
Vervang · de hui~ige waarde :,van · z
1
. door ...eo. 
Ga verder bij ~tap 4, .• ·· 
-16-
Stap 6 
Los, vie. de methode van Dakin, het· p;robleem (P , xv >' g ) op·, 
l . . ~ o-,- .r •· 
l 
Vervang·de huidig~ waarde 
Ga verder bij stap 4. 
Stap 7, 
Einde van:·deze· uitvoering/ 





















,q .. Vergelijking van· de· algorithm.en·· 
• 
De twee algorithm.en stemmen·op zeer veel p~ten overeen. Het essen• 
tiele verschil is dat bij Land en Doig de gekozen variabele wordt 
gefixeerd op een gehelEh waarde, terwijl bij Dakin de gekozen , , 
' variabele door een geheel getal wordt begrensd. 
Hieruit volg\;1 dat de diepte' van de recursie bij Land en Doig 
maxima.al n-
1 
is, terwijl de d.iepte voor Dakin onbepaald is. 1 
Elke uitvoering van de algorithme van Dakin leidt tot hoogstens twee 
nieuwe uitvoeringen, met respectievelijk x- .< g
1 
en x >a. · v- v-Qr 
Elke uitvoering van.de algorithme van Land:en Doig ko.n tot:een·groot 
a.antal nieuwei uitvoeringen leiden. 
Als de pngelijkheden (2) de voorwaarden 
x. < 1 
J -
beva.tte:n zijn de twee algorithm.en identiek.~· · 
I . 
I : 
Het blijkt d~~ door beide algorithme~ een 9ptima.le oplossing van het 
geheelta.llig8i probleem .vaak vrij snel wordj; gevonden. Een gevonden · 
oplossing mas echter pas als optima.al word~n beschouwd als het zoek-
proces na.a.r eien,betere oplossing geen resu;i.ta.a.t geeft. In vele gevallen 
wordt het gr0;0tste deel van.de reken~ijd a.an dit verifieren van de 
:,;eeds ge~ondep optima.le oplossing beeiteed.·' Een. ~gelijke verkla.rir,ig . 









x, = ge_ heel J .. j (j = 1 ' ••• 
, n) 
n 
.l . b 1 (. 1 2' n) a. •• x. ·< .-2 l. :: , 1 • • • t lJ J - l. J=1 
a!··. = +1 
J. -
(j ;i= 1, ••• , n) 
en (a.1i, ••• , a.., ) al.le combine.ties va.n +1 en· -1 doorloopt. 
1.\1 in 
De:finieer 
b. = het aa.ntal a •• = +1. 
l. l.J j 
u .• _(o 
l.J 1i 
als a. •• =' ..;.1 
. l.J 
als a. •• = . 1 
J.J 
..• , .. 
,.,. ,.,. d 'd' 12n h k t da.n is er een ee~ een ui ig verba.nd tussen de en de oe pun en, 
van de n-d~mensionale eenheidskubus. 
Voor elke voorwaEj,rd~ geldt dat het erbij behor~nde hoekpunt nie'I:; 
aa.n de voorwaarde voldoet, terwijl de a.ndere hoekpunten wel voldoen • 
. Door n-1 variabelen te :fixeren ontstaat daaro~ een probleem in · · 
een variabele wa.a.rvan de continue versie oplosba.ar is. 




n ' Dit betekent dat,beide algorithmen alle 2 hdekpunten onderzoeken 
alvorens het res~taat onoplosbaar te geven. 
' 
In het algemene geval zouden dergelijke situatles voor kunnen komen .: -· 
nadat een aantal 
1
variabelen is· gefixeerd en 2P.~-.. m, waarin p = 
het ae.ntal nog n~et get'ixeerde i~teger variabe
1
len. 
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